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Lecciéon n°5: Estudio de una ecuacion de transporte-difusion UCE, verano 2013

1. Introducciéon

El objetivo de esta leccién es presentar en accion a los diferentes espacios funcionales presentados hasta aqui.
Para ello vamos a estudiar una ecuacion en derivadas parciales y vamos a demostrar algunos resultados por medio
de técnicas relativamente clasicas en donde los espacios de Lebesgue, de Sobolev y de Besov apareceran de forma
muy natural.

La ecuacién que vamos a estudiar es la ecuacion quasi-geostréfica que proviene de problemas de meteorologia.
En su version original esta ecuacion estd definida en dimension 2:

0i0(z,t) + V- (v 0)(x,t) + (—A)*0(x,t) =0
0(x,0) = p(x) € LP(R?)
div(v) =0 and v € L>([0,T]; bmo(R?)).
Aqui tenemos
n0<a<lyte[0,T)yl<p<-+oo.
» O(x,t) es una funcién real ( 0 :R? x [0,7] — R )

la velocidad v : R? x [0,7] — R? estd definida usando las transformadas de Riesz: v = (=Ra0, R10).
Recordar que desde el punto de vista de la transformada de Fourier se tiene R;6(¢,t) = —%9(5 ,t) para
j=12

» A partir de esta definicién se tiene div(v) =V - v = 0y, v1 + Oz, v2 = 0.

» el operador (—A)® es una potencia fraccionaria del Laplaciano definido en el espacio de Fourier por
(—=A)20(&) = cl¢[**0(¢).

» el espacio bmo(R?) estd definido como el conjunto de funciones que verifican las siguientes condiciones:

1 1
sup - / @)= felde<C  y  sup— / f(@)ldz < C
Bl<11B| /B B>11Bl /B

en donde fp = ﬁ / f(x)dx es el promedio de la funcién f sobre la bola B.
B

Observacion 1 Se diferencia tres casos en el andlisis de esta ecuacion en funcion del valor del pardmetro o que
dirige la difusion.
» El caso 1/2 < a <1 se conoce como sub-critico en el sentido que la difusién es mds fuerte que el transporte.

» El caso o = 1/2 se conoce como critico pues la difusién y el transporte tienen la misma fuerza.

» El caso 0 < a < 1/2 se conoce como super-critico en el sentido que la difusién es menos fuerte que el
transporte.



2. Estudio de una EDP
Vamos a estudiar aqui una linearizacién de esta ecuacién en el caso critico:
X0(x,t) = V- (vb)(z,t) — (—A)Y20(x, 1)
(T) 0(x,0) = fo(x) (1)
div(v) = 0.

En (1), las funciones 6 y v son tales que 6 : R” x [0,7] — Ry v : R" x [0,7] — R™. Aqu{ la funcién v es un
dato del problema, no depende de 6.

Vamos a dividir nuestro estudio en las siguientes etapas:

1. Una aproximacién

2. Formulacion integral

3. Construccién y propiedades de las soluciones del problema aproximado
4. Principio del Maximo

5. Paso al limite

6. Existencia de soluciones L°°.

2.1. Una aproximacién

En esta seccién vamos a realizar dos aprorimaciones. La primera se basa en el siguiente resultado:

Lema 1 Sea f una funcién que pertenece al espacio bmo(R™). Si k € N, definimos fi por

—k st f(z)<—k
fu(@) =q flz) si -k < f(x) <k (2)
E si k< f(x).

Entonces (fr)ren converge débilmente hacia f en bmo(R™).

La utilidad de este lema es evidente: las funciones fj son funciones acotadas pues pertenecen al espacio L>(R").
Esto nos permitird, en un principio, trabajar unicamente con funciones que pertenecen al L (R") y esto constituye
nuestra primera aproximacion.

La segunda y méds importante aproximacién tiene que ver con la modificacién de la ecuacién inicial de la
siguiente manera:

0(x,t) + V- (ve 0)(x,t) + (=A)/20(x,t) = eAO(x,t)
0(x,0) = bo(x) (3)

div(v) =0 and v € L*([0,T]; L>°(R"™)).
en donde € > 0 es un parametro real y v, estd definido por v, = v * w, con we(z) = e "w(x/e) y w € C(R™) es

una funcién tal que / w(x)dx = 1.

n

= hay tres modificaciones con respecto a la ecuacién inicial (1)



e la velocidad v es una dato inicial del problema y pertenece al espacio L>°(R")
e se regulariza la velocidad al considerar v. en vez de v

e se regulariza la ecuacién al anadir eA6

— la ecuacién (3) es una aproximacién de (1) puesto que, al menos formalmente, se tiene que (3) = (1).
E—

= el paso al limite (3) = (1) requiere algunas etapas.
E—>

2.2. Formulacion integral

Para estudiar la existencia de soluciones de la ecuacién aproximada (3) vamos a utilizar una formulacién dife-
rente que nos permitira realizar los calculos con mayor facilidad.

Proposicién 1 El problema (3) admite la siguiente representacion integral:

¢ ¢
0(z,t) = 20y () — / DAY . (v, 0)(x, s)ds — / ESEIB(CA)20(2, 5)ds (4)
0 0

Prueba. Vamos a verificar que si 6(x,t) se escribe de la forma (4), entonces es solucién del problema (3).

Formalmente se tiene:

0f(x,t) = 0O (eemﬁo(x) — /Ot DAY . (v, 0)(x, s)ds — /Ot SR (—A)20(x, s)ds)
= eAePhy(x) — aA/ =AY . (v, 0)(x,s)ds — V - (ve 0)(x, 1)
—aA/ =8 A)V20(x, 5)ds — (= A)Y20(x, t)

Es decir

0

t
—/ ee(t_s)A(—A)l/ZH(:U,s)ds]
0
= eAf(z,t)

0(x,t) + V- (ve 0)(z,t) + (—A)20(x,t) = eA [efmeo(x) - / t E=IAY . (v, 0)(z, s)ds

2.3. Construccion de una solucién aproximada

Utilizando la formulacién integral anterior, vamos a construir una solucién local del problema (4).

Teorema 1 (Existencia Local) Sea 2 < p < +00 y sean 0y y v dos funciones tales que 6y € LP(R"),
div(v) =0 y v e L>®([0,T"]; L (R™)).

Si el dato inicial verifica ||0p||Lr < K y si T' es un tiempo suficientemente pequenio entonces el problema (4)
posee una nica solucion 0 € L°°([0,T"]); LP(R™)) en la bola cerrada B(0,2K) C L>=([0,T']; LP(R™)).

Demostracion. Empezamos notanto L. () y NP (0) las cantidades

Lo(0)(z,t) = /Otee(t_s)A(—A)l/Qﬂ(x,s)ds and  NY(0)(z,t) = /Oteff(t—smv-(ve 0)(x,s)ds.



— Construimos a partir de 6y una sucesion de funciones de la siguiente manera:

Ony1(z,1) = e 200(x) — Le(6n) (2,1) — N (62) (2, 1) (5)

— Consideramos la norma L*°(L?) (con 1 < p < +00) definida para una funcién 6 : R x [0,7'] — R por la
cantidad

0] oo (zry = sup [|0(,¢)]|Le-
tel0,77]

Calculamos ahora la norma L*°(LP) en la definicién de 6,,41 para obtener
18410l (zoy < €780l o0 10y + [ Le ()| oo (o) + INE (B)l] o (1) (6)

— Verificaremos que cada una de las expresiones de la parte derecha de la férmula anterior cumple con las
estimaciones siguientes:

€52 00|l oo (zry < 160l L (7)
|Le(0n)ll ooy < CLFL(T")||On ]l poorry (8)
[NZ(On)lpoe(rry < CoFa(T')0n |l Loo(rr) 9)

— Utilizando estas estimaciones, y volviendo a (6) se obtiene
16 t1ll oo zey < [l6olle + C(F1(T") + Fo(T")[0nll oo 2v)

= Por hipdtesis se tiene que [|6g||» < K y si se tiene que (Fy(T") 4+ F»(T")) < K, lo cual es una consecuencia
del hecho que T” es suficientemente pequeno, se tiene que

10n+1llpoe(ry < 2K

— Por itera_cién se tiene que la sucesién (0, )nen construida a partir del dato inicial 6y pertenece a la bola
cerrada B(0,2K) C L*([0,T"]; LP(R™)).

= Para terminar la demostracion, hay que verificar que 6, T 0 en el sentido de la norma del espacio
n——+0o0
Le([0,T]; LP(R™)).

— Usando la definicién (5) se tiene entonces:
[0n+1 = OnllLoo(ry < 1 Le(On — On—1)llLoo(p) + [INE (On — On—1) | oo (L)
— Con las estimaciones (8) y (9) se obtiene
10041 = Onll oo ey < C (FU(T") + Fo(T")) 105 — On—1l| oo (10)
— Por iteraciéon obtenemos
1611 = Onll oo (Lry < [C (FL(T) + Fo(T"))]" 161 — ol oo (L)

— Si T es suficientemente pequenio de manera que C (Fy(T") + F5(T")) < 1/2 se tiene
1 n
[0n+1 — Ol Loo (1) < <§> 101 — 6ol oo (£r)

— Finalmente, como L*°([0,7"]; L?(R™)) es un espacio de Banach, si n — +00, la sucesién (6,,)nen converge
hacia una funcién 0 in L>([0,7']; LP(R™)) y ademas el limite es unico.



Observacién 2

» Fste método de construccion de soluciones es bastante general y puede aplicarse en diversas situaciones una
vez que se tiene una formulacion integral del tipo dado en la expresion (4).

s Este método puede aplicarse de varias maneras: el espacio L>([0,T']; LP(R™)) puede reemplazarse por cual-
quier otro espacio funcional: lo importante es obtener estimaciones de tipo (7)-(9) que permitan pasar al
limite.

= Fste método es local: el tiempo debe ser “suficientemente pequeno”.

Adin no hemos terminado la demostracién del Teorema 1: falta demostrar las estimaciones (7)-(9). Esto serd tra-
tado con los lemas a continuacién:

Lema 2 Sea 0y una funcion que pertenece al espacio LP(R™) con 1 < p < +oo. Entonces se tiene la
estimacion ||€€tA90HLoo(Lp) < ||6o||z», para todo t >0 y todo € > 0.

Prueba. Dado que eStR2 0y = 6 * het, en donde h.; es una gaussiana normalizada en norma L', se tiene
1260l > = (160 * hetllzo < |60l Lo |lhetllLr = [160]] Lo-

De manera que HeEtAHOHLoo(LP) < [|6ol[ze- .

Lema 3 Si 6 € L>([0,7"]; LP(R™)), entonces

T/1/2
1 Le(@) | oo () < C—75 172 101 oo (Lr)

Prueba. Escribimos

t t
ILe@llen = s | [ eI 8)20000ds| = sup || [ 80204y (- 5)ds
o<t<T’ 0 p o<t<T’ 0 Lp
t
= swp | [0 (8 ey 5)ds
o<t<T" 0 Lp
Entonces
t
€ Loe(Lp) = sup SSNpe ||\ e(t—s) S
L (6)]] < H@( M e ||(—A) 20 d
o<t<T" L
< Heumm sup / O(e(t — )" ds

T11/2
C—7> 21/2 H9||L°°(LP)

Lema 4 Si 6 € L*>®([0,T"]; LP(R™)) y si v € L*([0,T']; L>°(R™)), entonces

T11/2
1N Oz () < C—3757 [0l oo (o) 16]] e 10)

Prueba. Para empezar escribimos:

t
/ DAY L (10.0) (-, s)ds
0

/V ve0) * her—gy (-, 8)ds

NS () poo(rry =  sup
o<t<T”

= sup
p o<t<T"

t
< sup / Hvea("S)HLP HVhs(tfs)HLl ds < SUPT /0 ||U€('a5)||Loo HH(HS)HLP C(&(t - 5))71/2d5
<t< /

0<t<T” JO

IN

12 T/1/2
101/ 0 (LP) [v]] 0 Loo)oﬁipT// Cle ds < C HHHLOO Lp) ]l oo (zo0)- u



Observacién 3 Se ha demostrado las desigualdades (7)-(9) con Fi(T') = TE;;/; y Fr(T') = %/;H'UHLOO(LOO). De

manera que la condicion T" suficientemente pequeno significa que el tiempo T" verifica la estimacion:
T'1/2 T1/2
<C < 21/2 + 12 [[v[ oo (z00) <1/2.

Con este hemos terminado la demostracién del Teorema 1. [ |

Corolario 1 Las soluciones del problema (4) dependen continuamente del dato inicial 6.

Prueba. Sea ¢y € LP(R™) otro dato inicial y sea ¢ la solucién asociada a este dato inicial. Vemos entonces
que se tiene:

Q(Z',t) - QO(.’IJ,ZL/) - eatA(HO(x) - @0(1’)) - LE(H - QO)(.YJ,ZL/) - N;)(H - @)(xat)
Tomando la norma L°(LP) en esta expresién y utilizando los mismos argumentos anteriores se obtiene
16 = @l Lo ey < 160 = @ollLe + Coll0 — @l oo (rr)

Esto muestra que se tiene la dependencia continua con respecto al dato inicial pues, por definicién se tiene que

11/2 11/2

— Es importante notar que este teorema solo nos indica la existencia local: es decir que el tiempo T = T"(g, v)
debe ser pequeno.

—> Para poder considerar tiempos mayores de existencia de soluciones observamos lo siguiente:
Si f(x,t) es una solucién del problema (4) sobre R™ x [0,7”], de dato inicial §y(z); entonces para todo 7 > 0
se tiene que 0(z,t + 7) es una solucién del problema (4) sobre R™ x [0,7” + 7| de dato inicial 6(z, 7).

Dado que el problema (4) es lineal en tiempo, es posible repetir la construccién anterior y obtener soluciones
sobre un intervalo [0, 7.

2.4. Regularidad del problema aproximado

En la seccién anterior hemos construido una solucién del problema aproximado (4) sobre el espacio L>([0, T]; LP (R™)).
Vamos a ver que estas soluciones aproximadas son regulares.

Teorema 2 Sean 0 < Ty < Ty <t < Ty <T* <T. Entonces las soluciones 0 del problema aprozimado (4)
son requlares en el sentido que verifican

0 ¢ ﬂ L*>([0,]; W%’p(R")) para todo k > 0.
0<To<TI<t<To<T™*

Demostracion. Vamos a proceder por induccion.

—> Observemos primero que por los resultados anteriores se tiene esta propiedad si k = 0 pues el espacio
WOP(R™) no es méds que un espacio de Lebesgue LP usual.

=— Supongamos que esto es verdadero si k > 0 y mostremos que esta propiedad se mantiene en la etapa k + 1.

Sea t tal que 0 < Ty < Ty <t <Th <T*y consideremos el siguiente problema:

t
ee(t—s)Av . (UE 9)(1‘,8)6[8 _/ ea(t_S)A(—A)l/QQ(x,S)dS
To

t
0(z,t) = ETO2Y(2, T))) — /

To



k41

Calculamos ahora la norma L>(W 2

P) para obtener:

t To)A
Oyyisn < NPT e, (10)

t
- / DAY L (v, 0)(-, 5)ds
To

k+1
Loo(WT 717)

t
e(t—s)A 1/2
+ /TO =98 (—A)29(., 5)ds R, (12)
Vamos a tratar cada uno de estos términos por separado:
(i) Para el primer término se tiene
||6€(t7T°)A9(',To)IIW%,,, = 0C, To) * hegemy) o + 100, To) * (~A) T hegr_y) 1
< 16C, T0) 2o el + 106, To) o l(=2) " hee—miy s

Dado que h; es el nicleo del calor, se tiene:

— _k+1
Hes(t To)AH(-, TO)HLDO(W%JJ) < C0(-,To)|| e sup {[6(75 —To)] * ; 1}
(ii) Para el segundo término escribimos:

I =

t
/ AT . (v, 0)(-, 5)ds
To

t
< Vo (ve0) % hopp_s ds
P N\ SO RT e

< [ U9 0 + / (=" 42 6) # (~8)4 Ve o
k 1

< / o O 9o+ (=) 50 )l (=) T2

< ||v€e|| g sup { [t = )] 775 [e(t = )] 4 pds

Observamos ahora que se tiene la siguiente desigualdad para N > k/2

lwebCo)ll g, < Mlvelss)llex 10,95, < CeM ol )< 100,95,

de manera que podemos escribir

=
e

et —s)]”

}ds

t
_N —
IS Ol [ < s (It 5)
(iii) Finalmente, para el ultimo término se tiene

t
/ ee(tfs)A(_A)l/Qa(_, S)dS

To

t

whEte = ¢ 7 HH("S)”W%’PSHP{[g(’f—5)]75;[6(t—s)]*1}d8

-

[un

t
/ea(t_S)A(—A)l/ze(-,s)ds
To

¢ 3
< C|o t—s)| 2;le(t—s)] 1} ds.



— Ahora, con las estimaciones (i)-(iii) que permiten controlar las expresiones (10)-(12) vemos que la cantidad
10 H ») puede ser controlada por:

< COC,Ty)llLe s t—Tp)] " d 1
0 ||LW(W b1, < ClIOCTo) e sup {[e(t = To)] 51}

NI

t _ _s3
ol 18] [ & sup [0 =9 ilete = 51}
0

1

FCI, o g /T sup {le(t= )77 [e(t = )74 s

Puesto que tenemos por hipétesis que las cantidades ||6|| y |[v][zee(zo0) son finitas, vemos que la

k
Lo (Wj 717)

cantidad H9||LC>o L €8 controlada por una constante que depende de € > 0 y hemos verificado de esta

manera la regularidad espacial.

La regularidad en tiempo se deduce de lo anterior puesto que se tiene:

k k k

gtkg(x D4V (%(%9)>(x,t)+(—A)1/2<§_;e)(x,t) aA((gth)(m,t). -

Observacién 4 Con estos resultado hemos demostrado que el problema aproximado
t t
(z,t) = 20 (x) —/ DAY . (v, 0)(z, s)ds —/ IR (—A)V20(x, 5)ds
0 0

posee soluciones que viven en L*°(LP) y que ademds son regulares. Sin embargo, estas soluciones -y sus propiedades-
dependen del pardmetro de reqularizacion €. Para poder hacer € — 0 serd mecesario una etapa adicional.

2.5. Principio del Maximo

Este tipo de ecuaciones tiene una propiedad muy interesante llamada el principio del mdximo: la norma LP de
la solucioén 6(z,t) se puede controlar por la norma LP del dato inicial 6. Vamos a verificarlo primero en el caso
de las soluciones aproximadas pues esta herramienta sera necesaria para pasar al limite ¢ — 0.

Teorema 3 (Principio del Maximo) Sea 2 < p < 400 y sea 6 una solucion reqular de (4). Entonces

16, 8)llr < [l6ollze- (13)

Demostracién. Escribimos
%Ha(-,t)ugp = p/Rn 0|P~20 9,0dx = p/Rn |6P—26 <5A9 — V- (v:0) — (—A)1/29> da
Usando el hecho que div(v) = 0, obtenemos:
%Ha(-,t)ug,, — pe /Rn 10/P~20A0dx —i—p/Rn 10]P~20(—A)/?0dx = 0,
De manera que al integrar con respecto al tiempo se tiene

1o, ps// 0|P~ 29A9dmds+p// 0[P=20(—A)Y20dxds = 60|, (14)

Necesitaremos el siguiente lema

t
Lema 5 Las cantidades —pa/ 0|P~20 A dzx Yy p/ / 101P~20(—A)20dads son positivas.
R™ 0 n




Utilizando este lema, podemos volver a la expresién (14) de manera que se tiene la desigualdad

16C,t)llze < (|60l r

y de esta forma se obtiene el principio del méximo para las soluciones del problema aproximado.
Para terminar la prueba del teorema debemos verificar el lema anterior.

Prueba del lema. Solo demostraremos la positividad del primer término, la positividad del segundo término
serd demostrada posteriormente.

— Dado que €*** es un semi-grupo de contraccién, se tiene [e*20||r» < ||8]|z» para todo s > 0 y todo

6 € LP(R™). Entonces, se tiene que la cantidad F(s) = ||e*?0]|z» es decreciente en s: su derivada es negativa.

Basta entonces tomar la derivada con respecto a s de F(s) y de evaluar esta cantidad en s = 0 para obtener
el resultado deseado. |

Observacion 5 Con el principio del mdzrimo vemos que la norma LP de las soluciones del problema aproxrima-
do son acotadas por la norma LP del dato inicial. Lo que es esencial en esta estimacion es que se tiene una
desigualdad a priori es decir que no depende del pardmetro €. Esto nos permitird pasar al limite.

2.6. Paso al limite
Recordemos el problema:
1) Tenemos un problema inicial
2) Hacemos una regularizacién introduciendo un pardmetro ¢ > 0
3) Las soluciones de este problema regularizado son regulares y verifican un principio del méximo.

Tenemos entonces, para LP, p > 2, una familia de funciones regulares (8()).~q € L*®([0,T]; LP(R™)) que son
soluciones del problema aproximado y que verifican la estimacion uniforme:

16 ¢ )llze < 1160]l 2o
= Supongamos que v € L.
= Como el espacio L>°([0,T]; LP(R™)) es un espacio dual, es decir:
0o n nyy)/
L2(0, TJ; LP(R™)) = (L([0, T): L9 (R™)))

con % =+ % = 1, podemos extraer de la familia #() una subsucesién (k) ken que converge débilmente-* hacia
una funcién 6 en el espacio L>([0,T]; LP(R™)), lo que implica la convergencia en D'(RT x R").

— Esta convergencia débil no es suficiente para mostrar la convergencia de (v. ) hacia v 6.

Para acabar, necesitaremos la proposicion siguiente:

Proposicion 2 Si f es una funcion positiva, y si 2 < p < 400 se tiene la mayoracion:

11/ < CUIP 251,
P

Prueba. Si 0 < e < 1, entonces para todo a,b > 0 se tiene |a® — b| < |a — b|°. Aplicando este hecho con
e=2/p,a= @y b= fyP'2, podemos escribir | f(z) — [(y)] < |F(@)P2 — f(5)P? PP lo que implica

flx) = f)P f@)Pl? = fy)r?)?
1y [ [ sty <o [ [ 0 SOy = 1771

|$ _ y|n+1

9




1/2,2

Dado que B =WV 22 se obtiene el resultado deseado. |

Una vez que disponemos de este resultado, unas pocas observaciones nos permitiran demostrar la positividad
del segundo término del Lema 5 y obtener la regularidad necesaria para pasar al limite.

= Vamos a demostrar ahora que se tiene la siguiente desigualdad

167721120 < €' /Rn 16(2)["~26(2)(=A)"/20(x)dz

que cual implica inmediatamente el resultado buscado de positividad.

= Podemos escribir entonces, usando el hecho que el operador (—A)l/ 4 es auto-adjunto:
||917/2HI24,/1/2’2 — /Rn (= A)Y49P/2 (2) 2 dx = /n 0P/2(2)(—A) Y2072 (z)dx,

. . _(—A)L/2 .2 . .
= Consideramos ahora el semi-grupo (e~7(—2) )r>0- La accién de este semi-grupo sobre una funcién 0 se

. ., _(— 1/2 . .
tiene por convolucién: e~ 7(=2)/“9 = @ x p. en donde p, es una funcién normalizada en norma L. Como se

tiene p > 2, podemos usar la desigualdad de Jensen para obtener la mayoracion

e_T(_A)l/QH S (B_T(_A)I/QHP/2> 2/p

» Integrando esta desigualdad se obtiene

e TR g|p < (e 2 grr2)2,

= Para terminar, se toma la derivada con respecto a 7 y se evalia en 7 = O:

—p / 6@ 20 (—A) 20(w)dr < —2 / 07/2(2)(~ ) 267/ (2)de

n
Es decir

n

1672 5122 = /R 0P () (—2) 20 () < p / 0(2)P~20(x) (—A)'/20(x)dx

» La demostracién del caso general, cuando 6 puede ser negativa, es un poco mas delicada, pero sigue esen-
cialmente las mismas etapas.

Con este resultado, vemos que las soluciones del problema aproximado verifican adema&s
1010 < 1672 0 <€ [ 18P 200) ()20

— Esta regularidad adicional permite asegurar que se tiene la convergencia de (v. ) hacia v 6.

= Se obtiene entonces una soluciéon débil del problema inicial pasando al limite ¢ — 0.

2.7. Existencia de soluciones con un dato inicial L*°

Toda la maquinaria desarrollada hasta aqui permite obtener la existencia de soluciones a partir de un dato
inicial fy € L*°(R™). Para ello procedemos de la siguiente manera:

= Sea O = 0ol p(o,r) con R > 0, de esta manera, como 0y € L*(R"), se tiene que 6t € LP(R™) para todo
2 <p< +oo.
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— Entonces existe una tnica solucién 8 del problema
OO + V- (7)) + (=A)/29R =0
0% (x,0) = 0 (x)
div(v) =0 yove L>®(0,T];bmo(R™)).
ademsds se tiene que 0% € L>°(]0,T]; LP(R™)).
= Por el principio del maximo y por definicién de 96% tenemos

167 ()l Lo < 1667110 < vnll6o| o R/

= Haciendo el limite p — +o00 y luego haciendo R — +o00 se obtiene ||6(-,t)||r~ < C||0o] 1.

= A partir de un dato inicial §y € L>°(R"™) existe una solucién 6 € L*°([0,T]; L*°(R™)).
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