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Introduccién

Como vamos a ver en este curso, los espacios de Lebesgue constituyen la herramienta de base para la cons-
truccién de muchos otros espacios funcionales y puede considerarselos como una materia prima necesaria para
la correcta comprension de estos espacios de funciones. En este sentido, muchisimas de las propiedades de los
espacios de Lebesgue se transmitirdn a los diferentes espacios que seran construidos con ellos y es por esta razén
que es necesario tener en mente las principales propiedades y caracteristicas de los espacios de Lebesgue.

Sin embargo, en muchas situaciones précticas, los espacios de Lebesgue no son suficientes y es necesario medir
el tamano de las funciones de forma mas precisa. Para ello vamos a estudiar los espacios Lorentz débiles, que son
una generalizaciéon de los espacios de Lebesgue, y que tienen varias aplicaciones interesantes, especialmente por
las importantes relaciones que existen entre estos espacios y las funciones maximales lo cual nos permitirda deducir
algunos resultados muy importantes.

1. Espacios de Lebesgue

En todo esta leccién trabajaremos principalmente sobre el espacio euclideo R", con n > 1, dotado de su es-
tructura de grupo usual y de la norna canénica |z| = (23 +-- -+ 22)1/2. Consideraremos ademas el espacio medido
(R™, Bor(R™),dx) en donde Bor(R™) es la o-dlgebra de los borelianos de R™ y dx es la medida de Lebesgue. De
ser necesario consideraremos también espacios medidos més generales (X, Bor(X), u).

Definicién 1 (Espacios de Lebesgue) Definimos sobre el espacio medido (R™, Bor(R™),dx) los espacios
de Lebesgue LP(R™), con 1 < p < 400, como el conjunto de funciones f : R — K con K=R o C, cuyo
modulo a la potencia p es integrable. Este espacio admite la siguiente norma:

1o = ([ seras)

Si p = +o0, definimos el espacio L (R™) como el conjunto de funciones esencialmente acotadas, normado
por la funcional

[fl|ee = sup ess|f(z)|.
zeR™

Proposicién 1 (Estructura) Los espacios de Lebesgue LP(R™) son:

1) espacios de Banach si 1 < p < +oo.

2) espacios separables si 1 < p < 400 (atencion: el espacio L°°(R™) no es separable)

Observacion 1 S5i 0 < p < 1, los espacios de Lebesque LP no son espacios localmente converos y no pueden ser
normados, lo que hace su utilizacion poco interesante en las aplicaciones.



Proposicién 2 (Resultados de Densidad)
1) El conjunto de funciones simples integrables es denso en LP(R™) si 1 < p < 4o00.

2) El espacio de funciones continuas a soporte compacto es denso en LP(R™) si 1 < p < +o0.

Proposicién 3 (Dualidad y Reflexibilidad)

1) Sil < p,q <400 son tales que % +% =1, entonces el espacio dual del espacio de Lebesque LP(R™) es
el espacio de Lebesgue L1(R™). Es decir que (LP)' = L4.

En particular, es posible calcular la norma || - || por dualidad:
[fllze = sup f(x)g(x)dz
lgllpa=11/R"

Ademds estos espacios son reflexivos y se tiene (LP)" = LP.

2) Sip=1, el espacio dual del espacio de Lebesque L'(R™) es el espacio de Lebesque L>°(R™). Pero este
espacio no es reflexivo.

Proposicién 4 (Teoremas Clasicos)

1) Teorema de Convergencia Mondtona de Beppo Levi: sea (fi)ren una sucesion creciente de
funciones medibles definidas sobre R™ a valores en Ry y sea f tal que kh’m fr(z) = f(x) en casi todas
—+00

partes. Entonces

k—+o00

f(x)dx = lim fk( )dx
R?’L

2) Lema de Fatou: sea (fi,)ren una sucesion de funciones medibles definidas sobre R™ a valores en R
Entonces

/ lim inf fj.(z)dx < hm mf fr(x)dx

3) Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue: sea (fi)pen una sucesion de funciones me-
dibles definidas sobre R™ a valores en R. Si klim fe(x) = f(x) en casi todas partes y si existe una
——+o00

funcion integrable g : R™ — R tal que |f(z)| < g(x) en casi todas partes, entonces la funcion f es
integrable y se tiene

lim fe(x)dz = [ f(z)dx
Rn

k%JrOO Rn

4) Teorema de Fubini-Tonelli: sean (X,Bor(X),n) y (Y,Bor(Y),v) dos espacios medidos.

Sif: X xY — Ry es una funcién Bor(X) @ Bor(Y)-medible,
entonces las aplicaciones © — [ f(z,y)dv(y) y y — /f(x,y)d,u(x) son Bor(X)- y Bor(Y)-
Y X

medibles respectivamente y se tiene

f e = () = | ()




Proposicién 5 (Desigualdades importantes)

1) Desigualdad de Hélder: si f € LP(R™) y g € LY(R"™) con 1 < p,q < +00 y tales que % + % =1,
entonces se tiene la desigualdad:

[ 15@gta)ide < 17l lglos

2) Desigualdad de Minkowski continua: sean (X, Bor(X),u) y (Y,Bor(Y),v) dos espacios medidos.
Si f: X xY — K es una funcion Bor(X) @ Bor(Y)-medible y si 1 < p < 400 entonces

( /X ( /Y !f(m,y)!dv(y)yczu(m))l/ps /Y ( /X \f(x,y)\pd,u(x)>1/pdy(y)

3) Desigualdad de Interpolacion: si f € LPO(R™) N LPL(R™) con 1 < pg < p1 < +00, entonces para

todo 0 € [0,1] se tiene que f € LP(R™) con % = p% + 1;—19. Ademds se tiene la desigualdad

[4 —0
1z < L1 Teo £l 7ot

4) Desigualdad de Jensen: sea (X, Bor(X), 1) un espacio medido tal que p(X) =1. Sip: I CR— R
es una funcion convera y si f € LY (X) es una funcion tal que f(x) € I para pi-casi todo x € X, entonces

se tiene la desigualdad:
w( /. f(w)du(w)> < [ o @auta)

5) Desigualdad de Tchebychev: sea (X, Bor(X),u) un espacio medido y sea f: X — K una funcidn
tal que f € LP(X) con 1 < p < 4o00. Entonces, para todo o > 0 se tiene la desigualdad

plfr e X 2 |f@)] > o)) < 7

Observacion 2 Estos resultados se mantienen si se consideran los espacios de sucesiones fP(N) con 1 < p < 400,
caracterizados por la funcional

1/p
lalle = D lanl? sil<p<+oo y |alwe =supla,| sip=+oco.
neN neN

Definicién 2 (Espacios de Lebesgue locales) Definimos sobre el espacio medido (R™, Bor(R™),dx) los
espacios de Lebesgue locales LfOC(R"), con 1 < p < +oo, como el conjunto de funciones f : R® — K con
K=R o C, cuyo mddulo a la potencia p es integrable sobre todo compacto K :

1/p
L (R") = {f R — K[ fllzex) = </K ]f(x)]pdx> < +o00, VK CR" compacto}

Proposicién 6 (Estructura) Sea (K, )nen una sucesion exhaustiva de compactos de R™ (es decir que
R™ = U,,.eny Kn). Los espacios de Lebesgue locales LfOC(R”) son espacios de Fréchet para la familia de semi-
normas || - ||Lp(Kn).

Proposicién 7 (Inclusiones) Para todo 1 < p < +oo se tienen las inclusiones LP(R") C L (R").




2.

2.1.

Espacios de Lorentz

= Son una generalizacién de los espacios de Lebesgue: miden el “tamano” de las funciones.
= Muy ttiles cuando se trabaja con operadores, es decir en todo el analisis.
= Muchas veces sélo se disponen de estimaciones en donde intervienen los espacios de Lorentz no se puede

pasar a estimaciones més fuertes en donde intervienen espacios de Lebesgue.

Funcion de distribucién

Definicién 3 Sea (X, Bor(X), 1) un espacio medido, sea f : X — K una funcién medible y sea o € [0, +00]
un real. Definimos sobre [0, +00| la funcién de distribucién asociada a la funcién f por

dy(a) = /X L sysay @) = u({z € X - |f(@)] > a}).

Proposicién 8 Sea (X,Bor(X),un) un espacio medido y sean f,g : X — K dos funciones medibles.
Entonces, para todo o, § > 0 tenemos:

(1) dy es decreciente y continua a la derecha sobre [0, +o0],

(2) silg(x)] < |f(x)] p-c.t.p. entonces dg(c) < d¢(c), para todo o > 0,

(3) para toda constante X\ € K*, se tiene dys(a) = d¢(a/|N]), para todo o > 0,
(4) dyrgla+B) < ds(a) +dy(B),

(5) dyg(af) < dg(e) + dy(B).

Proposicién 9 Sea (X, Bor(X), pu) un espacio medido, sea f: X — K una funcion medible y sea 1 < p <
400 un pardmetro real. Se tiene entonces la identidad

“+o00
1712, = p /0 P 1d(a)do.

Prueba.

p [ agada=p [ ([t @) do

Aplicamos el teorema de Fubini en la ltima integral para obtener

Foo |f ()]
:p/X/O ap*1]1{|f\>a}(x)da d,u(x) :p/x/o o Lda d,u(x) = /X !f!pd,u(x) _ Hf”ip m

2.2. Espacios de Lorentz [P

También llamados espacios de Lebesgue débiles o espacios de Marcinkiewicz.

Definicién 4 Sea (X, Bor(X),u) un espacio medido y sea f: X — K una funcion medible.

1) Sea 1 < p < 400 un niumero real, diremos que f pertenece al espacio LP*°(X) si la cantidad

P
|| fllLpoe = sup {a d}/p(a)} = ér;fo {df(a) < J,Va > 0} es finita.

2) El espacio L*>°(X) es por definicion el espacio L>®(X).




Proposicién 10 Sea 1 < p < 400 y sea (X, Bor(X), u) un espacio medido. Entonces tenemos la inclusion:
LP(X) € LP™(X).

& (| fllzpee <[ fllze-

Esta inclusion es estricta.

Prueba.

= Sea « > 0 un numero real, entonces

g MPdu(z) = 2 Pdu(x z)|Pdu(x
1B fQﬂﬂ () AVM“ﬂM m>+AV@“ﬂﬂ ()

> 2)|Pdu(x) > o du(z) = oPds(a).
—.ADM””’”)— Aﬁm}m> £(@)

Es decir, para todo o > 0, || f||zr > ad}/p(oz).

= La inclusién es estricta: Sea la funcién f : 2 — |2|~™/? definida sobre X = R™. Se tiene f ¢ LP(R™). Pero
|| fllzr. es igual a la raiz p-ésima de la medida de la bola unidad de R", en efecto, un cambio de variable
permite ver que

1 _
d/"(a) = o} |B(0, 1)|"/7.
Luego se tiene || f||zr = |B(0,1)|1/7. -
Primera utilidad de los espacios de Lorentz:

—> Permiten mejorar el resultado de interpolacién entre los espacios de Lebesgue.

Sabiamos que se tiene la estimacion || f||zr < Hle/erHl 1r para toda funcién f € LY(X) N L>®(X), con
1 < r < +00. Con los espacios de Lorentz tenemos algo mejor:

Proposicién 11 Sean 1 < p < ¢ < 400 y sea f € LP>®(X) N L9°(X), entonces f € L"(X) para todo
p<r<aq:
11l < Coyas ) e 111 e

con@z%% siq< 400 yl=p/rsiq=+cc.

Prueba.

= Sea g < +00. Sabemos que

HfHLpoo 11 a0
df(or) <m ( o v
1
Fijemos T = <||f||quo>q7p para escribir
117,00
T _ oo r—1 oo r—1_ « Hf‘lzp,oo Hf”quo
Wl = r o Hdp(a)da <r "~ min do
0 0 aP ad
T . +00 .
sf/ - mmmmm+r/ 0 £ 4 e 1)
0 T
,
< T 1 = oo oo
< (75 + 5 ) Q) S (111 )

» Sea ¢ = +o0. Como ds(a) = 0si a > ||f||L~ entonces basta utilizar la estimacién df(a) < aP||f||% . para
la parte a < || || en la integral (1) para obtener

T T
r < .
Hf”L = r




Teorema 1 (Caracterizacién) Sean 1 < p < 400 y sea f : R” — R una funcién medible. Entonces
f e LP>°(R"™) siy solo si

(VA>0) (3fo, /1 :R* — R) t.q.  f(x) = folz) + f1(2)
con HfOHL"O < CQAGil Y Hf1HLp1 < COAG con A >0, % = p% + 1p;16, po<p<pryl< 0 <1.

Ademds se tiene

fllre =inf {C> 05 = fo+ i con |follw < CA™Y, [lfallzon < CA°)

Prueba.

(=) Sea f € LP*°(R"). Definimos fo = f1zern:|f(@)>B} ¥ J1 = fl{zern:|f(2)|<p} con un cierto B > 0. Mostremos
que fo € LP° y que f1 € LPt:

e Para fy:
“+o00 “+o00 ‘

/Wmmmz /mmngj /wwm <3 (@ipm /m
{if@)|>B} I=0 (21 B<|f(w)|<2it1B}y 70 {29 B<|f(x)|<2i+1 B}
+00 +oo

< ) (@TB)ds(2'B) <> (27T B2 B) | fIIf 400 = BPPC fI[ 50
j=0 j=0

la suma anterior converge pues pg < p y por lo tanto fy € LFO.

e Para fi:
+00 +oo A
|fi[Prde = /|f|m dr = /|f|p1dg; <) (277tpm /d:v
{7 (@)|<B} = 27iB<|f(x)|<2-i* B} {277 B<|f(z)|<27/+! B}
+oo +oo
< D @IHBPAIB) <Y (2B 2 B) P il = B PONf (e
j=0 j=0

la suma anterior converge pues p < p; y por lo tanto f; € LP'.

Reescribimos estas estimaciones de la siguiente forma:

B B 1-p/po
Vol < mﬁWmm%azmmmm<—__>
Tl
B B 1-p/p1
T mﬂ”mm%&:mmmm(———)
Tl

B )l/pX(l/pofl/pl)

basta entonces escribir A = | =2—
11 Lp.oo

y Co = C|[fllLree.

(=) Tenemos la estimacién |{|f(z)| > a}| < [{|fo(z)] > a/2}| + [{|f1(z)| > a/2}|. Aplicando la desigualdad de
Tchebychev y las hipétesis obtenemos

LollZe | IAlEs _ CRRAC DR Cira'
7@l > el < O+ O < e+~

G g A@=Dpo Co po_p+A9p1 %0 n
a a a

Para terminar basta escojer A tal que la cantidad entre corchete anterior siempre sea igual a 1: tenemos
entonces que f € LP*°. |

IN




3.

Teoremas de interpolacion de Marcinkiewicz y de Riesz-Thorin

= es un tipo de resultado esencial en el anélisis.

= estos teoremas son la fuente de muchas aplicaciones muy ttiles.

= son el punto de partida de la teoria de interpolacién entre espacios de Banach.

Definicién 5 Sea (X, Bor(X), ) un espacio medido. Definimos LP°(X)+ LP'(X) como el espacio de todas
las funciones f tales que f = fo+ f1 en donde fo € LP°(X) y f1 € LP (X).

Proposiciéon 12 Sea (X, Bor(X), p) un espacio medido. Si py < p1 se tiene LP(X) C LPO(X) + LP'(X)
para todo p tal que pg < p < p1.

Prueba. Sea f una funciéon de LP(X) y sea v una constante positiva fijada. Escribimos

flx) si|f(x)| >~ flx) si|f(z) <~y
fo(z) = fi(z) =
0 si|f(z)] <~ 0 si|f(z)] >

de manera que f = fy + f1.

De

Puesto que pg — p < 0 se tiene

| 1@ rdn@) = [ h@P @ rdute) <97 [ )P
forma similar tenemos

/ (@) P dpu(z / (@)L (@) Pdpu(z) < A7 / (@) P

luego fo € LP(X) y f1 € LP (X). [

3.1.

Interpolacion de Marcinkiewicz

Un operador sublineal verifica T'(af + Bg) < oT'(f) + BT (g).

Teorema 2 Sean (X, Bor(X),un) y (Y, Bor(X),v) dos espacios medidos. Sea 1 < py < p; < +00. Sea T un
operador sublineal definido en el espacio LP°(X) + LPY(X) y que toma valores en el espacio de funciones
medibles definidas sobre Y .

Supongamos que existen dos constantes positivas Ag y Ay tales que:

IT(f)llzrooe vy < Aol fllzeo(x),  para toda funcion f € LP°(X), (2)

IT(H)llzrreeyvy < Aillfllerx),  para toda funcién f € LP'(X). (3)

Entonces, para todo py < p < p1 y para todo f € LP(X), tenemos la estimacion:

IT(F)lee vy < Allfllzecx)s (4)
en donde
p P % 1/p=1/py 1/pg=1/p
A=2 ( + > Aot g ot (5)
b—pPo P1—Pp
Demostracion.



Supongamos que p; < 400 y fijemos una funcién f € LP(X) y un pardmetro a > 0. Utilizamos la descom-
posicién anterior de la funcién f escribiendo f = f§* 4 f{* en donde

arn ] S sif(@)] > b o) — flx)  si|f(@)] < da
fO()_{O si|f(z)] < da @) {o si |f(2)] > dov.

Aqui 6 es un pardmetro positivo cuyo valor serd determinado posteriormente. Obsérvese que f§ pertenece
al espacio LP°(X) y que f{* pertenece al espacio L' (X).

Utilizemos la hipétesis de sublinealidad para obtener

TN = 1T + SO < T+ [T,

lo que implica las inclusiones {x : |T'(f)(z)| > o} C {z : |T(f§)| > o/2} U{z : |[T(f{)| > «/2}, de donde se
tiene, al nivel de las funciones de distribucién

dr(p) (@) < dpigey(a/2) + dppey(e/2). (6)
Esta estimacién anterior, junto con a las hipédtesis (2) y (3), nos da

o 71480 z)Podu(x 71411}1 z)Prdu(x
dnip (o) < o /{ o @)+ /{ o @

Ahora vamos a contruir la norma LP de T'(f) utilizando la proposicién 9, en efecto:

+o0 +o0
1Tl =p [ ldrp(@da < @Ay [t [ @) prdpta)da
0 0 {If|>da}

—+o0
sedy [t [ )P daGe)da.
0 {lf1<éa}

Aplicamos el teorema de Fubini para obtener

/6 400
IT(PIE, < (240) / )P / o P dadp(x) + (24,7 p /X )P /fw PP dady(x),

es decir
)PP Jp=p1
T < @40)” /|f |p0|f6P |P0 dpl) + /|f |p1|f5p |p1 dp().

De donde se obtiene

I, < [<2Ao>p° o 4 (24,0 —2 paplp] T

P—Po

Po P1
Falta ahora fijar un valor de § para terminar la prueba; para ello es suficente escribir 6 = (24g)71-70 (2A;)ro~r1.
El lector verificara sin problema que se tiene la estimacion deseada.

Caso cuando p; = +o00. Escribamos otra vez f = f§* + f* con

[ @ silf@)] >0 o[ @) s lf@]<qa
fO()_{o s |f(2)] < 7a i {0 i |£(2)] > e

Tenemos las estimaciones siguientes

IT(f1)|[Loe < ALl f]|Lee < Arya = /2



3.2.

siempre y cuando fijemos v = ﬁ Se deduce de esto que el conjunto {z : |T'(f{*)| > «/2} es de medida cero;
por lo tanto dr (s (@) < dp(sey(/2). Se construye otra vez la norma L? de T'(f) utilizando la proposicién 9:

“+o00
1T < p /0 oL o (0/2)dor.

Aplicando el teorema de Fubini se tiene

2A1]f|
< (240)"p /X )P /0 PP dadu(z).

Es decir

S /X (@) PO () PP (2400 dpa(z).

de donde concluimos que
— b
1T < 2PATP AT —— |1 fII7»
P —DPo

lo que termina la prueba. n

Aplicacién: Funciones Maximales

Funciones de gran importancia en el analisis armoénico: una herramienta indispensable

Ejemplo de operadores que no son acotados en L' en L': ilustracién de la necesidad de los espacios de
Lorentz

Definicion 6 Sea f : R" — R una funcion localmente integrable. Definimos el promedio de f sobre la bola
B = B(z,r) como
1

mp(f)(z) = |B(z,7)| B(z,r)

f(y)dy

Definicién 7 (funcién maximal centrada) Sea f: R" — R wuna funcion medible. La funcidn mazximal
centrada de Hardy-Littlewood es:

M) = supms()e) = sup ooz | 1oy

Definicién 8 (funcién maximal no centrada) Sea f : R™ — R una funcion medible. La funcion ma-
ximal no centrada de Hardy-Littlewood es:

M(f)(x) = 5 OS|11P | 5mB(y,5)(\f\)(9ﬁ)
>0; |lx—y|<

Teorema 3 (Control sobre funciones maximales) Sea ¢ > 0 una funcion continua y decreciente de-
finida sobre [0,+oo[. Si ®(z) = ¢(|x|) es una funcion integrable sobre R™ entonces, para toda funcion f
localmente integrable sobre R™, se tiene la estimacion

it>110>(|f| * @) () < P L1 M(f)(x)

en donde hemos notado ®.(z) = e "®(e1z).

Observacién 3

» M(f) nunca estd en L'(R") si f # 0.
» Se tiene M(f) < M(f).




Teorema 4 Las funciones maximales M y M son operadores acotados:
» de L'Y(R") en LV>°(R")
n de L>®(R™) en L>®(R™)

» de LP(R™) en LP(R™) para todo 1 < p < +00

Demostracion.

» de LY(R") en L1>°(R™): Dado que M(f) < DM(f), se tiene la inclusién de conjuntos

{z e R" : IM(f)(z)] > a} C{zx e R": | M(f)(x)| > a}.

Como M(f) es el supremo de funciones continuas, se tiene que M(f) es semi-continua inferiormente y el
conjunto

Eo ={z e R": |M(f)(z)| > o}
es abierto. Sea K un compacto de E,, entonces para todo x € K existe una bola B, tal que:
| 11wy > als|

Por compacidad de K existe un recubrimiento finito {By 1, ..., By 1} de K.

Lema 1 (Teorema de recubrimiento) Sea {Bi,..., By} una familia finita de bolas abiertas de R™. Eziste
entonces una subcoleccion finita {Bj1, ..., Bj,} formada por bolas disjuntas tales que

l
UB >3
=1

Aplicamos este lema a la familia de bolas {By 1, ..., By 1} para obtener

]K\<Z]B“]<3"Z]B 7]1\_3112/ ydy<_/ y)|dy

Tomando el supremo de todos los compactos contenidos en E, obtenemos
o Eo| < 3| f]l

de donde se deduce

M pree < 1)l pree < 37| f[|L1-
= de L®°(R") en L>®(R"):

Se tiene inmediatamente || M(f)||zee < [|9R()|lzee < || fllzoe-

s de LP(R™) en LP(R™) para todo 1 < p < +o0:

Aqui se aplica el teorema de interpolacion de Marcinkiewicz! |

10



3.3. Interpolacién de Riesz-Thorin

Teorema 5 Sean (X, Bor(X),u) y (Y,Bor(Y),v) dos espacios medidos. Sea T un operador lineal definido
sobre el conjunto de todas las funciones simples f: X — Y. Sean 1 < pg,p1,qo,q1 < +00. Si se tiene

1T ()l oo vy < Mollfll zro(x)s
1Tl Lo vy < Mall fller x)

para toda funcion simple f sobre X, entonces, para todo 0 < 6 < 1 se tiene

1T ()l zary < My~ MY\ fll po )

1= =01 9 por densidad de las funciones

para todas las funciones simples de X en donde % = o Tu

1-0 1
Po q
simples, T' posee una unica extension acotada de LP(X) en Lq(Y).

Demostracion. Sea .
f = Z akeio"“]lAk
k=1
una funcién simple sobre X en donde a; > 0, o € R y Ay son subconjuntos disjuntos de X de medida finita. Por
dualidad, necesitamos controlar la cantidad

||T(f)||Lq(Y) = sup

/memmwm
Y

en donde el supremo toma en cuenta todas las funciones simples g € L7 (Y) tales que |g|| Lo (vy < 1. Escribimos
entonces n
9= Z bjeiﬁj]lBj
j=1

en donde 3; > 0, 8; € R y B; son subconjuntos disjuntos de Y de medida finita. Definimos ahora las cantidades

/ /

p p q q
Pz)==—(1-2)4+—2z Qz)==1—-2)+ ==
E=20-9+2: vy Qu=50-2+5

Para z € {z € C: 0 <Re(z) < 1} definimos

ﬂ@zﬁﬂmwmmwm

en donde
m

n
fo= SO,y g = 390,

k=1 j=1

ZZQW bj? e ¢t / T(1a,)(z)1p, (x)dv(z)
k=1 j=1 Y

notar que F' es analitica en z puesto que ay,b; > 0.

Por linealidad se tiene

» Sea ahora z tal que Re(z) = 0. Dado que los conjuntos Ay son disjuntos y que |aP Z)| = p/po tenemos
I/ ’z% = ||f||f». Simétricamente como se tiene ]b?(z)] = b;l» /qO, podemos escribir ngHqO, = HgH
» Si z es tal que Re(z) = 1, por las mismas razones tenemos ||fz\|1£1,17 =fIl5s y ||ng(£1q/1 = Hg||qu

Utilizando la desigualdad de Hélder y la hipdtesis tenemos cuando Re(z) = 0:

F()] < 1T ()l 9= < Mol Follao llgell . = Moll £ g%
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Cuando Re(z) = 1 se tiene:

F(2)] < MullFIBP gl 05

Necesitaremos el lema siguiente:

Lema 2 (de las tres lineas de Hadamard) Sea F' una funcidn analitica sobre la banda abierta
B={zcC:0<Re(z) <1}
que es continua y acotada sobre B y tal que
» |F(2)| < By cuando Re(z) =0

» |F(2)] < By cuando Re(z) =1

con 0 < By, By < +00. Entonces se tiene |F(2)] < By B} si Re(z) =6, con 0 <0 < 1.

Suponiendo este lema podemos escribir directamente, cuando fRe(z) = 6:
—0 10
[F(2)] < My M7 | fllzellgll Lo

Para terminar notamos que P(6) = Q(f) = 1 y entonces
F6) = | T(ar

Podemos concluir tomando el supremo sobre todas las funciones simples g definidas sobre Y a valores en L7 de
norma HgHLq/(Y) <1 [

3.4. Aplicacién: Desigualdad de Young

Teorema 6 Sea 1 <p,q,r < 400 tal que 1 +% = %—F % Entonces, para todo f € LP(R™) y todo g € L"(R")
se tiene

1/ * gllca < |Ifllzrllgller-

» Sea g € L" y definamos T'(f) = f % g.
— Noétese que T : L' — L" con norma mayorada por ||g||z:

T Hller = I1f *gllee < fllellgllor (desigualdad de Minkowski continua)

— que T': L" — L™ con norma mayorada por ||g||z-:

- FWg(z —y)dy| < | fllmllgller == IT )z < Nl L llgllzr

= Entonces una aplicacién directa del teorema de Riesz-Thorin nos da que T envia LP en L? con norma
mayorada por

lgll%- gz = llgllz-
conl/p=1—-0+4+0/r"y1/qg=(1—-0)/r+0/oc; es decir:

1 * gllze < |[fllzrllgllzr-
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