AMARUN Comisién de Pedagogia - Diego Chamorro
www.amarun.org| Ecuaciones en Derivadas Parciales (Nivel 3).

Leccion n°3: Soluciones débiles de Leray USFQ, septicmbre 2016
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Introduccion

En esta leccion nos interesamos en las soluciones débiles de las ecuaciones de Navier-Stokes:
Ot = Al — (@- V)i — Vp, div(@) =0,
y esta identidad debe ser considerada desde el punto de vista de las distribuciones.

Sabemos por las lecciones anteriores que cuando el dato inicial @y es grande, un argumento de punto fijo permite
obtener soluciones. Mas precisamente se tiene la existencia y la unicidad de estas soluciones, pero tnicamente en
un intervalo de tiempo pequeno, en particular mientras méas grande es el dato inicial, més pequeno es el tiempo
de existencia. Deseamos ahora estudiar si es posible prolongar el tiempo de existencia de las soluciones y para ello
seguiremos los pasos de Jean Leray en 1934 y las etapas son las siguientes:

(i) fijar un espacio funcional basandose en la estructura de la ecuacion,

(ii) regularizar el problema y realizar un punto fijo en el problema regularizado,
(iii) obtener un control para prolongar las soluciones regularizadas,
)

(iv) pasar al limite de la regularizacién para obtener soluciones globales del problema inicial.

1. Lema de Rellich-Lions

En nuestro estudio de las soluciones débiles de las ecuaciones de Navier—Stokes, vamos a necesitar el resultado
siguiente.

Teorema 1 Sea I CR y sea Q@ C R™. Si (up)nen €s una sucesion de funciones definidas sobre
I x Q tales que para todo ¢ € D(I x Q) se tenga:

1) para a > 0: sup|lounl|z2(1 ge)) < +00 Y,
neN
2) para B <0y 1 <p<2:sup|lodeun poir,ms(0y < +00,
neN
entonces existe una subsucesion (un,)ken que converge fuertemente hacia un limite u €

(L?L2)10c: para todo ¢ € D(I x Q) se tiene lim / / o(t, )2 |un, (t, 2) — u(t, z)|*dzdt = 0.

k—+o00 R JR"




2. Motivacion

Antes de lanzarnos en calculos complicados, puede ser util estudiar la estructura de la ecuacién para tener una
intuicién de lo que se podria eventualmente obtener. Consideramos pues la ecuacién

il =AG— (@ -V)i—Vp, div(@)=0, >0,
ﬁ(O, ac) = 170,

sobre la cual no realizamos ninguna hipétesis sobre el dato inicial iy, pero en cambio vamos a suponer a fines
pedagdgicos que todas las funciones son lo suficientemente regulares para poder realizar ciertas operaciones.

Si multiplicamos toda esta ecuacién por « e integramos en variable de espacicﬂ obtenemos

/R3 (O - ) (t,x)dz = /R3 (Aa‘.ﬁ)(t,;c)dgc/]RS ((ﬁ.ﬁ)ﬁ.ﬁ)(tvl.)dx/Rg (Vp- @) (t, z)dz

y por medio de integraciones por partes (puramente formales), se tiene

/8t|u| (t,z)d /RBZ@uj (t,z)dx + = / Zaul tx)dm%—/]l@p(V-ﬁ)(t,:n)d:E,

i,j=1 i,7=1

utilizando la propiedad div(u@) = 0 obtenemos la identidad

/8t\u] (t,x)d / IV @ @|?(t, z)dx

ot )72 = =21V @ at,)|[7e, (1)

Esta identidad nos proporciona informaciones sobre el comportamiento temporal de la cantidad ||(¢, )| z2 v esto
sugiere que la norma L? sea la norma adecuada para medir el tamafio de la funcién % en variable de espacio. Pero
si adoptamos esta norma en la parte de izquierda, para la parte derecha de esta identidad tendremos que controlar
la cantidad |V ® @(t, -)|| 12, lo que sugiere utilizar el espacio H'(R?).

es decir

Si integramos con respecto al tiempo la identidad obtendriamos la identidad

t
t, )2 + /0 (s, )3 ds = o2,

y este control nos indica que las cantidades L L2 y LEH% se mantienen en el tiempo, lo cual sugiere utilizar estas
normas para estudiar soluciones. A pesar de que todos estos calculos sean totalmente heuristicos, este control
nos proporciona una buena intuicién (veremos mdas adelante como dar un sentido riguroso a estos céalculos) y
buscaremos soluciones de las ecuaciones de Navier-Stokes en el espacio L>([0,T], L*(R3)) n L*([0, T ], H (R?))
para un cierto tiempo 0 < T' < +00, con la norma

[-llr=1"llzeczy + - HL%(H%)'

Una vez que el espacio funcional ha sido fijado, vamos a ver ahora que no va a ser posible utilizarlo directamente
y que serd necesario realizar ciertas modificaciones.

3. Calculos preliminares

A partir de las ideas de la seccién precedente y utilizando el proyector de Leray P definido en la leccién anterior,
nos interesamos ahora en el problema

Ol = AT —P((7-V)d), div(a@) =0,

U(O, .1‘) = ’J(),

LSuponiendo que este sea posible, pues en regla general no lo es!




en donde suponemos que i : R* — R3 con € L?(R?). Con estos datos deseamos realizar un punto fijo en el
espacio funcional LOO([O, 1], L2(R3)) N Lz([O, T], Hl(R3)) dotado de la norma

T 1/2
Il = 1l ooy + 1z = sup 17 )z + < | ->||§;1dt) , 2)
el 0T 0 @
para un cierto tiempo T tal que 0 < T < T* que serd fijado posteriormente.
Para ello consideramos la formulacion integral de las ecuaciones de Navier-Stokes:
t —
w(t,x) = hy * dp(x) —/ hit—s) * P((@ - V)i) (s, z)ds, (3)
SN————’ 0

@ (i)

y vamos a estudiar los términos (i) y (i7) en funcién de la norma para obtener las condiciones necesarias de
aplicacién del principio de contraccién de Picard estudiado en la Lecciéon 2.

e Parte (7). Para este término tenemos el resultado siguiente

Proposicién 1 Si iy € L?(R3), entonces

. 1 .
||he * Wol|7 < (1 + > |0 || 2

V2

Prueba. Tenemos la desigualdad ||h; x| r2 < ||dol|z2]|hellzr = ||@ol|z2 que es vélida para todo t > 0 puesto
que el ntcleo del calor h; estd normalizado en norma L' y entonces se tiene

([t ol oo 2y < [ltol[L2- (4)

Si estudiamos la cantidad ||h * tol| ;21 escribimos
t x

([ e ﬁOHi%(H;)

T T
N _ 2 =
/ uht*uo\gldt:/ / e~211EP ¢ 2 70 (€) [2dedt
0 x 0 R3
dr

T 2 o 20eT _ 17 -
_ —2e[€[2 | ¢1217 ()2 _ 25 g2 AT 1 o
_ /R/O 2R G (€)) dtdﬁ—/Rg/O eIl e)] 2|£|2d§§2/RS\UO(§)| de,

y se tiene la mayoracion

S 1.
[t dio | 21y < EHUOHL% (5)
De esta manera, con las desigualdades y , como se tiene por definicién
1Al =1 llegezzy + T 2

se obtiene la desigualdad buscada. |

e Parte (i7). Para este término, vamos a empezar con un resultado general.

Proposicién 2 Sea 0 < T < T*, si f € L2([0,T*], H"Y(R?)) entonces

<2+ \/i)Hng(H;l)-
T

/ hit—s) * P( (s, ))ds
0




Prueba. Empezamos con la norma || - ||peo(z2) y entonces escribimos
x

H/ot B P (fs,))ds

Estudiaremos primero la norma L? en la variable de espacio para después considerar la norma L* en la

variable temporal. Entonces, por dualidad tenemos:
t —
/, (/ (t-5) * P(f(s,2))d )w(x)dm
R3 \JO

H/Ot hii—s) *P(f(s,-))ds

= sup
Lo(L3) OSt<T

/ hit—s) * P( (s, -))ds
0

L3

= sup
L2 llell2<t

t
/ / hio—sy (@ — v)P(Fls, 1)) p(@)dydsde| =  sup / h—sy * o —9)P(F(s,y))dyds
||<p||L2<1 R3 R3 llell 2<1 10 JR3
~ 1/2
sup (/ oay * oll o IP(FCs, >)\|H;1ds>snw(f< Wiz, sup (/ ||hts>wuH1ds) ,
= el Npl<t

y utilizando la estimacién de la proposicién anterior se tiene

\/ sy P(F(s,))ds

Entonces, tomando la norma L ([0,7]) en la variable temporal y utilizando la continuidad del proyector de
Leray en los espacios de Sobolev, se obtiene

H/ot hr-s) *B(fs,))ds

1 —
< EHIP’(f('? )) HL%(H{l)'

L3

<V sy (6)

Lge(L3)

Ahora, para estudiar la norma L? (Hg%)7 recordamos el resultado siguiente que ya ha sido demostrado en la
leccién anterior.

Lema 1 (Regularidad maximal del niicleo del calor) Sea g € L*(R x R3), definimos el
operador T(g) por medio de la expresion

t
T(g)(t,x) = /0 hii—s) * Ag(s, z)ds.

Entonces T es un operador de convolucion continuo de L?>(R x R3) en L?(R x R3) y se tiene la
desigualdad

1T () 222y < llgllz2(z2)-

—

t
Vamos a utilizar este resultado para estudiar la cantidad H / hp—s) * IP’( (s, ~))ds
0
t . t
H/o h—s) * P(f(s,-))ds /0 hi—s) * (—4)

t
_1
/0 hit—s) * A(=A) 2IP’( (s,-))ds
y si definimos §(s,x) = (—A)_%P(f(s,~)), por hipétesis sobre la funcién f tenemos que § € L2(L2) y
obtenemos entonces la expresion

H/ot hi—s) * P(f(s,))ds

, en efecto escribi-
L3(H})
mos

—

P(f(s,-))ds

w\»—A

L7 (3) ‘ LF(L3)

)

L}(L3)

i

L}(L3)

t
/ h(t—s) * Ag(sv )dS
0

L3() ‘



entonces aplicando el Lema [I] obtenemos directamente

—

. _1
< Ngllzazz) = 1(=A)"2P(f(5,)) I 2(22)-

t
H/ h—sy * AG(s,-)ds
0

LE(L3)

Utilizando la continuidad del proyector de Leray en los espacios de Sobolev tenemos

/Ot o +B(F(s, ) ds

Con esta desigualdad anterior y con la estimacion @ podemos construir la norma || - ||z para obtener

H/Ot hi—s) * B(f(s,-))ds

lo que termina la demostracién de la Proposicion |

= 2”ﬂ|L§(H;1)' (7)
L{(H})

< 2+V2)F,) 27

Gracias a este resultado general, tenemos que si el término no lineal (@ - V)@ pertenece al espacio L2(H 1)
podriamos eventualmente cerrar el punto fijo del problema integral utilizando la norma || - ||
Problema

Es en este punto particular que se concentra todo el problema: dado que la tinica informacién que disponemos
es i € LPL2NLIH., a partir de ella no podemos concluir que se tiene (@ - V)& € L?(H ') pero solo se puede

deducir que (@ - V)@ € L2(H, 3/ ) ¥ esto no es suficiente para cerrar el punto fijo.

4. Regularizaciéon de Leray

La idea original de Jean Leray consiste en introducir una regularizacién del término no lineal (- V)@ que nos
permita realizar los calculos.

Para ello consideramos una funcién positiva 6 € C§°(R3) tal que / O(xz)dzr = 1 y para todo € > 0 definimos
R3

la funcién 0. (x) = 5%9(@‘/5) Por las propiedades del producto de convolucién, si f € L?(R3) entonces se tiene

que f * 0. es una funcién mucho maés regular y en particular tenemos, para todo € > 0 fijo, que la funcién f * 60,

pertenece al espacio H*(R3) para todo s > 0. Adems4s se tiene el limite || f * 0.|| 2 " | fllz2, lo que nos permite
E—

volver a la funcién inicial. Entonces, con esta funcién auxiliar 6, vamos a reemplazar el término no lineal (@ - V)@
de la parte (i7) de la formulacién integral por una versién regularizada:

([@* 6] - V)i, (e > 0)

y obtenemos

de esta manera vamos a estudiar la norma || - |7 de esta expresién.

Sabemos por la Proposicion [2 que si tenemos un control en norma L?(H, ') es titil para poder cerrar el punto
fijo y vimos que el término (@ - V)@ no pertenece a este espacio. Aqui es donde se podré apreciar el efecto regula-
rizante de la convolucién pues veremos que ([@ * 6] - V) si pertenece a este espacio.

Proposicién 3 Sea 0 < T < T*. Si i es un campo de vectores de divergencia nula tal que
@ € L*([0,T), L*(R?)) n L*([0, T], H'(R?)), entonces para todo € > 0 tenemos la desigualdad

I([@ * 6c) - V)il 2y < Ce™* VTN G0 13)- (8)




Prueba. Consideramos primero la variable de espacio, como se tiene div(u * 0.) = div(@) * 8. = 0, podemos

escribir

I([@* 6:) - V)it g = ldiv([@+ 6] @ @) g1 = @ 6] @ idll gz < |[id * 0] | |1l 2

< @l gz ll6:ll 2 @l 2 < Ce*2 a7,
tomando la norma L? en la variable temporal obtenemos
I 5 6] - V)l 2 g1y < Ce™* VTl e 129,
lo que termina la prueba de la proposicion.

Vamos a ver céomo utilizar este resultado para la obtencion de soluciones del problema regularizado.

5. El Teorema de Leray

Las soluciones débiles de Navier-Stokes se obtienen por medio del siguiente teorema.

Teorema 2 Sea iy € L*(R3) con div(ig) = 0. Entonces:

1) Para todo € > 0, el problema regularizado

—

Ot = AT — ([@0:]-V)d —Vp, div(@) =0, >0,
(9)

(0, x) = dp,
admite una unica solucion, que depende de €, que serd motada por i, que pertenece al

espacio L ([0, T), L3(R?)) N L2([0, T, H*(R?)) para todo 0 < T < +oo.

2) Se tiene la identidad de energia
2 ! 2 2
(e, =+ 2 [ (o, s = ol

3) Existe una subsucesion e, —> 0 y una funcion @ que pertenece al espacio
n——+00

L‘X’([O,T],L2(R3)) N L2([O,T],H1(R3)) tal que la sucesion (e, )neny converge débilmen-
te hacia 4. Ademds esta funcion U verifica las ecuaciones de Navier-Stokes

—

il =Ad— (@-V)i—Vp, div(@)=0, >0,
6(0, I’) = ?70.

4) La solucion i que se obtiene al pasar al limite verifica la desigualdad de energia

t
(e, )II22 +2 / (s, s < [l

Demostracion.

1) Problema Aproximado. Nos interesamos en el problema @ y en su formulacién integral:

—

w(t,x) = hy * do(x) — /0 hit—s) * P(([T % 0.] - Vi) (s, 2)ds,



y vamos a realizar un argumento de punto fijo en el espacio L ([0, T], L?(R3)) N L*([0,T], H'(R?)) dotado
de la norma

1Ml =1 llegezzy + 1 2y
Por la Proposicién [1] tenemos
. 1 _
([Pt ol < 1+ 7 o[ 2, (11)
t —
de manera que unicamente debemos estudiar el término / hit—sy * P(([@ % 0c] - V)@) (s,-)ds|| v para ello
0 T

tenemos:

Proposiciéon 4 Si i pertenece al espacio LOO([O,T], L2(R3)) N Lz([O,T],H1 (]RS)) entonces te-
nemos la desigualdad

/0 hit—s) * P(([E % 0] - ﬁ)ﬁ) (s,-)ds

< Ce VT |dllr|allr. (12)
T

Prueba.

e Para la cantidad procedemos por dualidad. En efecto, por

t
/ h(tfs) * ]P)(([l_l:* 95] : V)ﬁ) (S, -)dS
0 Lge(L3)

las propiedades del producto de convolucién y del proyecto de Leray podemos escribir

H /Ot hi—s) * P(([@ % 0] - V)id)ds /R ) < /O t h—s) * P(([@ % 6.] 6)@)(5,90)615) o(z)dz

= sup
L2 el 2<1

t t
< s [ eyl IB((40-9)) s <€ sup [ ol (502 .
el 2<1J0 llell2<1J0

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la variable temporal obtenemos

y con la desigualdad se tiene

/0 hii—s) * P(([@ 0] - V)@)(s,)ds

¢ 1/2
< O ([a * 6] 'V)ﬁ”Lg(H;l) X sup </ s * 90”?#) ’
L2 lell2<1 \JO ’

/0 hit—s) * P(([T  6c] - ﬁ)z‘[) (s,-)ds

< O[([id # 6] - V)il 2y
L2

y en este punto podemos aplicar la mayoraciéon para obtener la desigualdad

< Ce VTN F e 12y (13)

t
H/ hie—sy * P(([@ % 0c] - V)@ (s,-)ds
0 L (L3)

utilizamos la regularidad maximal del

t
e Para la cantidad H/ hit—sy * P(([@ % 0c] - V)i@) (s, -)ds
0 L3 (M)

nucleo del calor:

D=

/Ot hii—s) x A (P(([ﬁ* (ei}A)ﬁ)ﬁ)(S’ )) ds

LF(L3)

~3/2 -2
L2(EsY < Ce ﬁHUHLtOO(Lgy (14)




2)

De esta manera, con las estimaciones (13]) y (14)) podemos reconstruir la norma || - || para obtener el
control siguiente

t
H/ hii—s) * P(([T % 02] - V)T@) (s, )ds < Ce 3T\,
0

T

lo que termina la prueba de la proposicién. |

Ahora, con la desigualdad y con la estimacién podemos aplicar el principio de contraccién de Picard
al problema integral y reescribimos

w(t,x) = hy * dp(x) — /0 sy * P(([U + 0] - 6)11’) (s,z)ds,

t
de la siguiente manera e = ey — B(e, e), donde eg = hy x iy y B(e,e) = / hi—s) * P(([e* 0] - V)e)ds. En
0
particular, si se tiene
leollr <6, v [Ble,e)llr < Cplelrlellr,

entonces la ecuacién e = ey — B(e, e) una unica solucién si 0 < § < ﬁ < 1. Es decir, por las estimaciones

y tenemos
§=Cltol: vy Cp=Ce3?VT,

de manera que logramos obtener una solucién del problema
Ot = Al — ([ 0.]- V)i — Vp, div(@) =0,e >0,
'LT(O, x) = ”l_[(),

sobre un intervalo de tiempo [0,7] donde 0 < T' < +0o0 es suficientemente pequetio para verificar
3
€

CH“O”%z
Observacién 1 Las soluciones que acabamos de obtener dependen del pardmetro € y serdan notadas ie. Fl
tiempo T’ de existencia dependen también de € > 0.

Desigualdad de energia. Empezamos observando que se tiene la identidad div (i, *0.) = div(u.) x 6. = 0,
lo que nos permite (ahora si) escribir de forma rigurosa la identidad

/ ([@e % 0] - V)i - Godx = 0,
R3

y como . € LP°(L2) N L}(H}) se tiene

d. . S .
GElEs = 2 [ o e = <20,

de manera que integrando con respecto al tiempo obtenemos
t
I +2 (o) s = ol

Este control es fundamental puesto que nos proporciona_un control uniforme en € y se tiene entonces que
la familia (1. )e>0 es acotada en el espacio L{°(L2) N LZ(H}) y esta particularidad sera utilizada al pasar al
limite e — 0.

Sin embargo, en este punto, el hecho mas importante que se deduce de este control esta relacionado con el
tiempo de existencia de las soluciones . del problema aproximado. En efecto, al tener que la norma ||u. |7 es
acotada uniformemente con respecto el tiempo ¢ €]0,T'[, es posible considerar tiempos de existencia grandes:
dicho de otra manera, es posible repetir el argumento de punto fijo para poder considerar soluciones . en
un intervalo de tiempo tan grande como se desee.



3) Paso al limite. Sabemos que la familia (@.).>o es acotada en el espacio L{°(L2) N L}(H]) y que ademés
i es solucién del problema

Oyite = At — P(([d@- % 0.) - V)id.), div(d.) = 0.

Dado que A € L2(H;Y) y ([d@-%6.]-V)i. € L2(H, 3/2), obtenemos que la derivada tamporal de . verifica
Oyt € LI (Hy 3/ 2). De esta manera tenemos las informaciones siguientes

o sup ||tc| L2 (jo,), 11 (r3)) < 00,
e>0

o sup 100kt || L2 (0,11, 1372 (m3)) < 005
e>
en donde p € D(I x R3).

Estas condiciones son exactamente las hipétesis del Lema de Rellich-Lions (dado en el Teorema , de esta
manera, si aplicamos este resultado obtenemos una subsucesion (e, Jnen, con €, — 0, y una funcién 4
n—-+o0o

tal que:

x en cada subintervalo de [0, 7] se tiene la convergencia fuerte de (@, )nen hacia @ en L2 ([0,T] x R3),

* en cada subintervalo de [0, T se tiene la convergencia débil estrella (i, )nen hacia @ en L>°([0, 71, L%(R3))
y en L*([0,T], H'(R?)).

Pero estas informaciones no son suficientes para obtener la convergencia del término no lineal ([u;, * 6, ] -
V)i, hacia (4 - V)4 y necesitaremos las observaciones siguientes.

Como la familia ., es acotada en el espacio L>([0,T], L?(R?)), se tiene que ., * 0, converge fuertemente
hacia @ en L2 ([0,7] x R3) pero también en LP([0, T], L?(R3),.) para todo 1 < p < +o00. Ademés como i,

loc
también es acotada en L2([0,T], H*(R3)), se tiene que V ® i, converge débilmente estrella hacia V ® i en

L% ([0,T] x R3). Podemos entonces escribir

(e 0y D)l g2y < e, 5 02, paz IV @ e iz,

conl:%+%y1<q<2.

q
Tenemos entonces la convergencia débil estrella de ([@., * 0.,] - V)i, hacia (7 - V)@ en LI(H l;g/ 2), pe-
ro sabemos también que ([i., * 0., ] - V)i, es acotada en Lf(Hl;f/ 2), de manera que también se obtiene

la convergencia débil hacia (@ - ﬁ)ﬁ en este espacio. Para terminar, sabemos que el proyector de Leray P

es continuo en todos estos espacios de manera que se tiene la convergencia débil estrella de la cantidad

P(([ﬂ’gn * Oc, ] - ﬁ)ﬁgn) hacia IF’(({[ 6)1‘[) en el espacio L?(HZZS/Q).

De esta manera, hemos obtenido una sucesion (., )nen que es solucién del problema aproximado
K., = At., —P(([d., *be,] - V)i.,), div(d.,)=0.
que converge débilmente hacia @ solucién de las ecuaciones de Navier-Stokes

&l = AT —P((7 - V)d), div(a@) = 0.



4) Desigualdades de energia para las soluciones débiles. La identidad de energia obtenida anteriormente
se deducia de las propiedades de la solucién u. del problema aproximado y vamos a ver que al pasar al limite
vamos a pasar de una igualdad a una desigualdad.

Empezamos regularizando en la variable temporal y consideramos una funcién w € C§°([—n,7n]) tal que

/ w(t)dt = 1y entonces sobre [n, T — n] tenemos la desigualdad
R

o * @e(t, )22 < w o (|- (2, )22

Retomando los calculos anteriores tenemos
2 ¢ 2 2
et s+ 2 [ s ) = il
0

se tiene ademds la convergencia débil estrella de w * @, hacia w * @ en L?(H}) y la convergencia fuerte de
w1l hacia w*i en L?([0,T] x R3),.. Entonces, con el control sobre la norma Lg, a un tiempo ¢ fijo, tenemos
la convergencia débil estrella de w * @.(t-) hacia w * @(t,-) en L?(R3) y podemos escribir

t
- 2 - 2 . - 2
||w * U(t, ')HL2 + 2w * (/0 ||U(87 )||H1d8> < lnlgl_’l_Iolgnw * Ugy, (t) ')”L27
lo que nos da la desigualdad
2 ! 2 2
ottt s + 20 [ (o, Bds ) < ol

Hemos obtenido la desigualdad buscada pero con una regularizacién temporal adicional, de esta manera si
to es un punto de Lebesgue de la aplicacién t — ||@(t, -)]|| 12, tenemos

to
lii(to, )2 + 2 / (s, )21 ds < [[o]2.

Pero dado que la aplicacién t — ||@(t, )|/ 72 es débilmente continua, es posible prolongar esta desigualdad
a todo punto t €]0,T[ y con esto hemos demostrado las desigualdades de energia para las soluciones débiles
de las ecuaciones de Navier-Stokes.

Y esto concluye la demonstracién del Teorema [2 [
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