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1. Nocidon de soluciones débiles

Vamos a ahora cambiar de punto de vista. Primero nuestros espacios de base seran los espacios de Lebesgue,
pero sobre todo, las derivadas no serdn consideradas en el sentido cldsico (o fuerte) sino en el sentido débil.

Definicién 1 Sea a un multi-indice y sea f : R — R wuna funcidn integrable (no necesariamente regular).
Si existe una funcion g tal que

o f(2)0%p(x)dz = (=1)! - g(z)p(x)de Yo € C°(R") = D(RY),

diremos entonces que la funcion f admite una derivada débil de orden .

En el caso de una funcién suficientemente regular, una integracién por partes muestra que se tiene esta relacion
en el sentido usual.

Volviendo a las ecuaciones de Navier-Stokes, diremos que una solucién débil de este problema verifica

/ (8 — vAT + Vp — f)odz = 0,
R3
para todo campo de vectores ¢ que pertenece al espacio D(R) x D(R3)3.

Este cambio de perspectiva nos permite buscar soluciones en conjuntos mucho mas grandes, dicho de otra
manera, el hecho de considerar derivadas débiles nos permite ampliar nuestro panorama: por un lado podremos
considerar espacios funcionales mucho méas grandes y por otro lado podremos aplicar una serie de herramientas
muy poderosas que han sido desarrolladas durante el siglo XX.

Pero antes de lanzarnos en céalculos es necesario precisar sobre qué tipo de espacios funcionales vamos a
trabajar. En el caso de las soluciones débiles que vamos a tratar aqui, nos vamos a focalizar principalmente en
los espacios de Sobolev. Indiquemos que esta forma de proceder tiene su origen en los trabajos de Jean Leray en

1934 quien introdujo de forma practicamente de manera simultdnea la nocién de derivada débil junto con Sergei
Sobolev!.

'Sergei Lvovich Sobolev (1908-1989), matemético ruso.




2. Espacios de Sobolev

Definicién 2 Sea 1 < p < +00 y k € N. Definimos el espacio de Sobolev W P(R™) como el conjunto de
funciones que pertenecen al espacio de Lebesgue LP(R™) y cuyas derivadas en el sentido de las distribuciones
verifican 0% f € LP(R™) si |a| < k. Este espacio de funciones puede ser normado por la cantidad

I lweo = > 0% fllze

| <k

Nétese que si k = 0 entonces WOP(R") = LP(R").

Proposicion 1 Para todo k € N y para todo 1 < p < 400 se tienen las inclusiones

WrHLr(R™) ¢ WEP(R™) C LP(R™)

Un espacio de Sobolev que vamos a usar de manera sistemética es el espacio W12 también notado por H' y
que puede ser caracterizado como las funciones de cuadrado integrable tales que la cantidad siguiente es finita:

[l = I F 2 + IV £l 2

A veces, es util utilizar la transformada de Fourier para definir estos espacios. Recordemos que la transformada
de Fourier estd definida por

O = fape"d,
Rn

entonces podemos definir los espacios de Sobolev de la siguiente manera:

Definicion 3 Sea 1 < p < 400 y sea s € R. Definimos el espacio de Sobolev WP por medio de la norma:

I fllws» = H((l +1- |2)S/2f)v

Lp

~

En particular, dado que sobre L? tenemos la férmula de Plancherel || f| ;2 = ||f| 12, podemos escribir para
todo s € R:

1 lls = ||+ €122 Fe)|

Esta caracterizacion es muy util pues nos permite leer directamente las propiedades de los espacios de Sobolev.

2’

En particular tenemos para 0 < sg < s1 las inclusiones

[ lr=s1 < NFl=s0 < Wfllez < W llmeo < (1 f 1|

Utilizaremos las siguientes notaciones y propiedades

= El espacio de Sobolev H' homogéneo est4 dado por la (semi)-norma
1Al e = IVl 2

= El espacio de Sobolev H~! de regularidad negativa estd determinado por

-1 = 12 + 1 (=2) 72 f 2,

—1/2 puede definirse por medio de la transformada de Fourier, en efecto se tiene

en donde el operador (—A)
(A)V2f = clg]7Hf.

» De igual manera el espacio de Sobolev H~! esta dado por

11l =1 = 1(=2) "2 fll 2,



= En particular se tienen las mayoraciones siguientes en donde intervienen los corchetes de dualidad
(g = [ fda <17 lgl-
]Rn

Histéricamente, los espacios de Sobolev basados en una norma L? fueron los primeros en ser utilizados, en particu-
lar por el hecho que estos espacios poseen una estructura de espacio de Hilbert, lo que hace su uso particularmente
interesante.

Veremos posteriormente otras propiedades de estos espacios de funciones. En particular tenemos el siguiente
resultado que relaciona propiedades del proyector de Leray con propiedades de los espacios de Sobolev.

Proposicion 2 FEl proyector de Leray puede definirse por medio de la expresion

L 1 .

P(f)=f-V—(V-f),

B>

de manera que es un operador acotado en los espacios de Sobolev: para todo s € R se tiene

1P zrs < C|l fllars

3. Problema Integral

El punto de partida estd dado por la forma integro-diferencial utilizada por Oseen. Pero vamos a razonar de
manera ligeramente distinta. Partimos pues del problema:

Ol = vAG — (@ - V)i — Vp+ f, sobre [0,T] x R3,
(1)
div(i@) =0, 4(0,x) = iy, div(idy) = 0.
Utilizando la descomposicién de Helmholtz, aplicando el proyector de Leray a cada uno de los miembros de esta
ecuacién y usando el hecho que div(#) = 0 obtenemos

ot = vAUL — P ((2_[ V)i — f) , sobre [0,7] x R3,
(2)
div(d) = 0, 4(0,z) = dp, div(dy) = 0.

La gran diferencia entre (1) y (2) proviene del hecho que la presién ha desaparecido y esto gracias al proyector de
Leray. Esta transformacién nos permite ver al problema (2) como una ecuacién del calor perturbada y podemos
entonces reformular este problema por medio de una ecuacién integro-diferencial siguiente:

t
ﬁ(t, x) = hut * ﬁo - / hu(t—s) x P <(l—[ 6)6— f) ds. (3)
0

La similitud de esta expresion con la expresién encontrada por Oseen es muy fuerte, en realidad la tnica diferencia
radica en la escritura explicita del proyector de Leray en la férmula anterior. Una vez que tenemos la expresion
(3), vamos a aplicar un algoritmo de punto fijo para encontrar una solucién.

Indiquemos que existen muchos teoremas de punto fijo, pero en este caso estamos interesados en el teorema
de punto fijo de Picard que se base en propiedades métricas de los espacios en consideracién.

Punto fijo

M4s precisamente, vamos a aplicar el principio de contraccién de Picard? que dice lo siguiente:

2E. Picard (), matemdtico francés.



Teorema 1 (Principio de contraccién de Picard) Sea (E,| - ||g) un espacio de Banach, y sea T :
E x E — E una aplicacion bilineal acotada, es decir tal que

1T(e, /)lle < Crllellell flle-
Entonces, si 0 < < ﬁ <1lysiey € E estal que ||eo||g < 9, la ecuacion
e=-¢eg—T(ee),
admite una solucion que verifica |le||g < 20.

Esta solucion es tinica sobre la bola cerrada B(0,268) y ademds se tiene una dependencia continua con respecto
al dato inicial: si fy es otro dato inicial tal que || follg < 29, y si f es solucion de la ecuacion f = fo—T(f, f)
con || fllg < 20, entonces ||le — f||g < ﬁCT&HeU — folle-

Demostracion: Vamos a construir la solucién e por iteracién. Puesto que tenemos un dato inicial podemos
escribir

ent1 = €9 — T'(en, en),

y vamos a ver que al limite cuando n — 400 se obtiene una solucién del problema buscado. Por induccién
empezamos comprobando que |le,||g < 26. Esto se tiene para ep, de manera que lo suponemos para e, y lo
comprobamos para e,y1:

lentillz < lleolle + 1T (en, en) e < lleollz + Crllen||E < 6 +4C7d < 26.

Esto muestra que para todo n > 1, se tiene que el objeto e, que hemos construido no se “escapa” de la bola
cerrada B(0,2d). Ahora debemos verificar que estamos tendiendo hacia un objeto e cuando n — +o0o. Para ello
calculamos la diferencia siguiente:

lent1 —enlle = (0 —T(en,en)) — (€0 — T(en—1,€n—1))llp = |=T(en, en) + T(en—1,en-1)llg

[T (en — en—1,€n) + T(en-1,en — €n—1)|lg < [[T(€n — en—1,€n)llg + [[T(en-1,€n — en—1)||lE
Crllen — en-illBllenll + Crllen-1lellen — en-1lle

ACTd|len — en—1l| B,

<
<

a partir de esta estimacién se obtiene el resultado:

lent1 — enlle < (4C70)" |leo — e,

pero dado que se tiene 4C7d < 1, se obtiene que la cantidad a la derecha de la expresion anterior tiende a cero,
de donde se deduce que e, tiende hacia el elemento e € E que verifica ||e||g < 20.

La unicidad es inmediata por construccién. Para la dependencia con respecto a los datos iniciales escribimos:

le=Fle = li(eo =T(e,e)) = (fo =T(f, /)lle = lleo = fo—T(e = fre) =T(f,e = fle

< leo = folle + IT(e — fre)lle + | T(f,e — f)lle

< lleo = folle + Crllellelle = flle + Crllfllelle — flle < lleo — folle +4Cré|le — flle
le—fls < ————lleo—fol
CTIIE = T 0 T 0NE

Esta dependencia continua de las soluciones con respecto a los datos iniciales nos indica que si eg y fo son dos
datos iniciales muy cercanos, entonces sus respectivas soluciones también serdn muy cercanas. |

Como vemos, el principio de contraccién de Picard nos permite obtener soluciones de ecuaciones de la forma

e=ey—T(e,e).



Si comparamos esta ecuacion con la ecuacién (3), vemos que su estructura es muy similar y evidentemente deseamos
aplicar este resultado identificando ey = hy¢ * Uy y

Hay sin embargo algunos problemas:
» es necesario fijar el marco funcional, es decir hay que fijar un espacio de Banach (E, | - ||g),
» es necesario verificar que la forma bilineal T'(e, e) es acotada en este espacio de Banach.

Este punto es muy delicado en realidad: si se desea trabajar con datos iniciales @y de energia finita (modelizado
por el hecho que iy € L?(R?)), aparecen cierto tipo de problemas.

En efecto, el espacio L? no es un buen espacio funcional para realizar el punto fijo, pues se tienen los puntos
siguientes:

= si iy € L?, entonces se tiene h,; * g € LL2 N L2 H},
t
= si g€ L?H !, entonces se tiene que / hy(i—s) * P ((ﬁ V)i — f) ds € L°LANL2H)}
0

= el gran problema proviene del hecho que si se tiene @ € L{°L2 N LZH} con div(i@) = 0, no se tiene que
(V)i € LL2 N L2H; !, sino solo se tiene (@- V)i € L°L2N L?Hx_g/Q, lo cual no es suficiente para cerrar
el punto fijo.

= Quisiéramos realizar un punto fijo en el espacio L{°L2 N L2 H}, pero el término no-lineal no permite proceder
de esta forma en este espacio.

Una aproximacion

La respuesta a este problema encontrada por Leray consiste en realizar una pequena modificacién de la ecuacién
original. Como hemos visto, la dificultad radica en el término no lineal (@ - V)@ y vamos a reemplazarlo por un
término mas regular. Para ello consideramos una funcién w € C$°(R?) tal que w >0y [ wdr =1,y parae >0

3

R

definimos )

we(x) = 6—3w(:c/5)

Entonces el término no lineal (- ﬁ){[ serd reemplazado por la cantidad (we - ﬁ)ﬂ' de modo que vamos a estudiar
el problema:

t
U(t,x) = hyy x Uy — / hy—s) * P ((w5 «i- V)i — f) ds. (4)
0

Evidentemente el problema anterior depende del valor de € > 0 y notaremos las soluciones a este problema por
e, pero veremos después como deshacernos de esta dependencia. Por el momento, vamos a realizar un algoritmo
de punto fijo sobre el problema (4) donde @y € L*(R3) y donde f € L7H_ (R x R3).

= Partimos de la desigualdad

i 2wl e

1@ % we [ <€
= Luego, para @, v € L?H} con div(i@) = 0, tenemos para todo 0 < Ty < T' la mayoracién:

(@ % we) - Vil a1 < OV Toe ™l g 2 |19 e 2



= Si definimos la norma |||, 7)) = [|4]| Lo qo,70[,2) + ﬁHﬁHLQ(]O’TO[’Hl), tenemos

y ademas tenemos:

1 —
1 +T0V)||f”LgHzl) ,

t
hy*ﬁ—/hV_S*IPfds —
v = | ) (/) 7

<c (HaoHLz i
(v,T0)

1 _ N o
< C—=(1 4 Tov)/Toe 3/?|||| oo 12 ||| oo 2

wn) VY

¢
H/ ho(t—s) * P ((wa * 1 - V)U) ds
0
= FKstas estimaciones nos permiten decir que es posible realizar un algoritmo de punto fijo de la ecuacién
t — =
Uty x) = hyy x Uy — / Py sy x P <(11’ V)a — f) ds,
0

en el espacio de Banach L>L* N L*H" dotado de la norma |||, 7, = 1%l oo o, 1 [, 2) + ﬁ”ﬂ’HLQGO TolH1)>
siempre y cuando el tiempo T sea lo suficientemente pequeno para asegurar las condiciones
3 1

14+ Tov < 2, To < e’v = 37 .
16C4(||to]| 2 + \ﬁHfHLQHﬂP

Obtenemos por este procedimiento una solucién 4. inicamente en un intervalo de tiempo muy pequeno, y vamos
a ver ahora cémo prolongar el tiempo de existencia de esta solucién, de manera a obtener soluciones globales.
Desigualdades de Energia

Para obtener soluciones globales es suficiente mostrar que la norma L? de las soluciones . son siempre acotadas
en el tiempo. Este serd posible por una desigualdad a priori, es decir a partir de una informaciéon dada por la
estructura de la ecuacién. Escribimos

Optie = VAU, — (ﬁa : v)ﬁs - Vp+ f7
multiplicamos ambos lados de la ecuacién por . para obtener
Oyl - il = VAT, - @ — (e - V)ie - @ = Vp- e + [ -,
e integrando sobre todo el espacio podemos escribir

=

/&tﬁa-ﬁadm’zy Aﬁg-ﬁedm—/ (it - V)ie - G.dx — §p~ﬁada:+/ £ i.dr,
R3 R3 R3 R3 R3

pero dado que 1. es de divergencia nula y se tiene div (i, * we) = we * div(i.) = 0, lo que en realidad tenemos es

Ol - Uedr = v AU, - Udx + f - u.dx,
R3 R3 R3

y por una integracién por partes se tiene
d N 2 = = = PN
$||ua||L2 =2 » Oyl - Uedr = =20t || go + 2(f, Ue) g1 g1,
en este punto aplicamos la desigualdad de Young (f, Ue) -1 g1 < £l ]l g < vl +%H]FH§{71 para obtener
d, . . 1, =
Zlelte < —vllgell g + vl e + Sl Fl-

a partir de esta desigualdad diferencial, integrando en el tiempo se obtiene:
2 ! 2 2 ! 2 L zie
it e+ v [ Ve s < ol + v [ (o s+ 1 1712

6



Necesitaremos el resultado a continuacién:

Lema 1 (Grénwall) Sea ¢ : [a,b] — R" una funcién continua y sea c € [a,b]. Si existen dos constantes
positivas A y B tales que
t
/ o(s)ds
&

o(t) < AeBlt=el, para todo t € [a, b].

p(t) <A+ B , para todo t € [a, b,

entonces se tiene la mayoracion

Finalmente, basta aplicar la desigualdad de Gronwall para obtener

t
_ _ _ LA
Jaute MW+ [ Nats s < (1ol + SR ) .

_ " L, =
iz < (ol + 17 ) e

Esto muestra que la norma L? y la norma H' de la solucién . es controlada en el tiempo a partir del dato inicial
i y de la presién f de manera uniforme con respecto al pardmetro de regularizacién € > 0.

Este control uniforme permite muchas cosas:

= Repetir el argumento de punto fijo utilizando como punto de partida, ya no el dato inicial i, sino la solucién
encontrada en tiempo pequeno. De esta manera, por iteracién se logra obtener una solucién que “vive” en
un intervalo [0, 7] para un cierto T > 0.

= Al tener un control uniforme en e, es posible intentar pasar al limite cuando € — 0 para deshacerse de la
regularizacién inicialmente planteada.

El paso al limite es un poco mas delicado y serad tratado en la secciéon que sigue.

Paso al limite y recuperacién de la solucion débil

Para poder pasar al limite cuando € — 0 necesitaremos el teorema siguiente:

Teorema 2 (Rellich-Lions) Sea I un intervalo de la recta real y sea Q0 un subconjunto abierto de R™. Si
(un)nen €s una sucesion de funciones medibles definidas sobre I x § tales que, para todo ¢ € D(I x Q) se
tiene

1) para algin o > 0:
sup [|punl 21, ey < +00,
neN

2) para algin <0 y para algin 1 < p < 2,

sup |[@0¢un|| o1, w5y < +00,
neN

entonces, existe una subsucesion (un, )ken que converge fuertemente a un limite u en el espacio (L?Li)loc,
es decir que para todo ¢ € D(I x Q) se tiene

If 2 — ul|?dzdt = 0.
k‘—lTOO/]R/nSO |unk U| *

Como vemos, este teorema nos permite pasar al limite si cumplimos algunas condiciones que seran verificadas,
pero lo mas importante es que estamos obligados de considerar una subsucesién y esto nos hacer perder mucha



informacioén.

Por ejemplo, tomemos la sucesién (—1)", que no es convergente, pero si consideramos la subsucesién formada
por los n pares, vemos que tiende hacia 1, mientras que si tomamos los n impares, obtenemos que la subsucesién
correspondiente tiende hacia —1: hemos perdido la unicidad del limite.

Vamos ahora a aplicar este resultado. Sabemos por la desigualdad de energia que la norma de la funcién
il es acotada uniformemente en el espacio L{°L2 N L?H!. Ademés, dado que se tiene |w|/;1 = 1, tenemos
e * well L2 <[]l L2

Volviendo a la ecuacion verificada por . tenemos
Oyt = VAU, — P(div(t: * we) ® U — f) (5)

Si estudiamos cada uno de los términos de esta ecuacién, podemos ver que la cantidad 8@ es acotada en L2H ~3/2
en cada subintervalo de tiempo de [0,7]. Tenemos entonces todas las hipétesis del teorema de Rellich-Lions, de
manera que al aplicarlo obtenemos una subsucesién €, — 0 y una funcién « tales que:

= en cada subintervalo de [0,77] se tiene la convergencia débil-* de ., hacia @ en L®L? y L°H".
» se tiene la convergencia fuerte de ., hacia @ en (L?L?),.

= dado que . es acotado en L>°L?, se tiene que ., * w., converge fuertemente hacia # en (L?L?),..

—

= dado que ﬁ@ﬁgn es débilmente-* convergente hacia V@ en L2 se tiene que (i, >l<cu€n)‘ﬁu8 es débilmente-*

n

convergente hacia (- V) - @ en L2H /2,

= finalmente, el proyector de Leray P es acotado en el espacio H3/2 de manera que se tiene la convergencia
débil-x de P((u,, * we, ) Vi, ) hacia P((d - V)u).

Con todas estas consideraciones, podemos pasar al limite €, — 0 en la ecuacién (5) para obtener una funcién @
que verifica
Ol = VAU — P(div(d) @ 4 — f).

Con todos estos calculos hemos demostrado el teorema:s:

Teorema 3 (Leray) Sea iy € L2(R3) con div(iig) = 0 y sea f € L°H;1(]0, T[xR?). Entonces:

1) Para todo € > 0, el problema aproximado asociado al reqularizador we :

=)

8@ = VAT — P (((ﬁ s w.) - V)i — f) sobre  [0,T] x R?,

div(@) = 0, 4(0,z) = dy, div(tdp) =0,
admite una tinica solucion i. € L°L2 N L?HL en cada subintervalo de [0,T).

2) Estas soluciones i, verifican la desigualdad de energia:
2 ! 2 2 L o
=t )72 +v | lde(s, ) Fpds < ( Ndollze + = fll72p-1 ) €.
0 H v

3) Eziste una subsucesion (ie, )nen Y una funcion @ € LPL2NL?H} tal que ., es débilmente convergente
hacia U@ y se tiene que U es solucion del problema

Ol = vAT — P ((ﬁ- V)i — f) sobre  [0,T] x R,

div(@) = 0, 4(0,x) = iy, div(idp) =0,




